O podgrupach kruznice charakterizovanych

konvergenciou postupnosti a radov

Peter Elias

Matematicky Gstav SAV

Peter Elias O podgrupach kruznice charakterizovanych konvergenciou



Topologické grupy

(X,0,+) je topologickd grupa, ak

e (X,0) je topologicky priestor,
e (X,+) je grupa,
@ operacia + ako funkcia z X x X do X je spojita,

t.j. ak x +y = z a W je okolie bodu z, tak existuji
okolia U, V bodov x, y také, ze U+ V C W.

Priklady:
o R, R", T — jednotkova kruznica, T2 — térus, ...
@ topologické vektorové priestory, najma priestory funkcii
@ priestory transformacii s operaciou skladania

o 2N — priestor postupnosti 0 a 1
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Topologické grupy

Niektoré vysledky mnozinovej topoldgie opierajiice sa o grupovi
Struktiru redlnych Cisel:
o (Steinhaus) Ak A je meratelnd mnozina kladnej miery,
alebo mnozina 2. kategérie majica Bairovu vlastnost, tak
mnozina A — A obsahuje interval.
e (Galvin, Mycielski, Solovay) A je mnozina silnej miery 0 prave
vtedy, ked pre kazd(i mnoZinu B 1. kategérie plati A— B # R.
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Grupa T - jednotkova kruznica

T = faktorova grupa R/Z;
T ~ interval [0, 1], v ktorom stotoznime 0 a 1,
grupova operacia — sc¢itanie modulo 1

Pre x € R polozme ||x|| = min{|x — k| : k € Z};
pri stotozneni prvkov T a R dostaneme funkciu definovanii na T.

T je Gplny separabilny metricky priestor,
metrikou je funkcia o(x,y) = ||x — y||

Pre vietky x, y plati [|x|[ + [ly[| = [Ix + y [ = [IxI[ = [y ]l-
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Podgrupy grupy T

Podgrupy grupy T

kone&né: sii tvaru {0, %, ey pTTl}

spocitatelné: s generované nekonecnou mnozinou racionalnych
&isel alebo nanajvy$ spoditatelnou mnozinou
obsahujlcou iracionélne cislo

nespoditatelné: si generované nejakou nespoditatelnou mnoZinou

v

o Kazda uzavreta podgrupa T je konecna.
o Kazda meratelna vlastnd podgrupa T md mieru 0.

o Kazda vlastna podgrupa s Bairovou vlastnostou je
1. kategorie.
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Podgrupy T charakterizované konvergenciou

Oznadenie

Nech {a,}ncn je postupnost nezdpornych readlnych &isel, {ny}xen
je rastica postupnost prirodzenych Cisel.
Oznaéme

o N,y ={xeT:3 an|nx|| < oo},
® Nony ={x€T: Y |lnkx|| < oo},
° Arpy = {x €T :lim|[nex|| = 0}.

Nianys Nofny+ Afn,y sU vlastné podgrupy T.
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Podgrupy T charakterizované konvergenciou

Oznadenie

Nech {a,}ncn je postupnost nezdpornych readlnych &isel, {ny}xen
je rastica postupnost prirodzenych Cisel.
Oznaéme

o N,y ={xeT:3 an|nx|| < oo},
® Nony ={x€T: Y |lnkx|| < oo},
° Arpy = {x €T :lim|[nex|| = 0}.

Niany. No(ny+ Afn,y st vlastné podgrupy T. NavySe plati:

o Ak lim #il =0, tak A, je nespocitatelnd.

o Ak ) - =0, tak Np (,,) je nespocitatelna.

Ngy1

o Ak > ap, = o0, lima,, =0, > ap, % < oo,

Ny41

ap =0 pre n¢ {nx: k € N}, tak Ny, je nespocitatelna.
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Trigonometrické tenké mnoziny

Mnozina X C T sa nazyva
e N-mnoZina, ak existuje postupnost nezdpornych Cisel {an}nen
taka, Ze Y ~a, =00 a ) ap ||nk x|| < oo pre vsetky x € X,
e Np-mnoZina, ak existuje rast(ica postupnost {nx}xen takd, ze
> |lnk x|| < oo pre vsetky x € X.
@ Arbaultova mnoZina, ak existuje rastiica postupnost {ng}ken
takd, Ze lim ||ng x|| = 0 pre vSetky x € X,

e Dirichletova mnoZina, ak existuje rastlica postupnost {n }ken
taka, ze ||nk x|| < 27K pre véetky k € Na x € X,

Oznaéme N, Ny, A, D systémy vietkych N-mnoZin, No-mnoZin,
Arbaultovych a Dirichletovych mnozin.
Systémy N, N, A maji bazu tvoren(i podgrupami T.
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Pripustné mnoziny

Nech F je systém mnozin. Mnozina A sa nazyva F-pripustnd,
ak pre kazdé B € F existuje C € F tak, ze AUB C C.

Nech Perm(F) je systém vSetkych F-pripustnych mnozin.
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Pripustné mnoziny

Nech F je systém mnozin. Mnozina A sa nazyva F-pripustnd,
ak pre kazdé B € F existuje C € F tak, ze AUB C C.

Nech Perm(F) je systém vSetkych F-pripustnych mnozin.

Perm(F) je ideal.
Nech F ma bazu tvorenl podgrupami. Potom

@ podmienku AU B C C mdzeme nahradit podmienkou
A+BCC,

@ Perm(F) ma bazu tvorenli podgrupami.
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Veta (Arbault, Erdos)

Kazd4 spocitatelnd mnoZina je N -pripustna.

Problém: existuje perfektnd A -pripustnd mnozina?
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Veta (Arbault, Erdos)

Kazd4 spocitatelnd mnoZina je N -pripustna.

Problém: existuje perfektnd A -pripustnd mnozina?
@ Arbault 1952: ano
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Veta (Arbault, Erdos)

Kazd4 spocitatelnd mnoZina je N -pripustna.

Problém: existuje perfektnd A -pripustnd mnozina?
@ Arbault 1952: ano
@ Bari 1961: ?
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Veta (Arbault, Erdos)

Kazd4 spocitatelnd mnoZina je N -pripustna.

Problém: existuje perfektnd A -pripustnd mnozina?
@ Arbault 1952: ano
@ Bari 1961: ?
e Lafontaine 1969: nie
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Veta (Arbault, Erdos)

Kazd4 spocitatelnd mnoZina je N -pripustna.

Problém: existuje perfektnd A -pripustnd mnozina?
@ Arbault 1952: ano
@ Bari 1961: ?
e Lafontaine 1969: nie

@ Bukovsky, Repicky, Cholscevnikova, Bartoszyriski, Scheepers:
konstrukcie nespoéitatelnych A/-pripustnych mnoZin
vyuzivajice dodato¢né predpoklady tedrie mnozin
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Veta (Arbault, Erdos)

Kazd4 spocitatelnd mnoZina je N -pripustna.

Problém: existuje perfektnd A -pripustnd mnozina?
@ Arbault 1952: ano
@ Bari 1961: ?
e Lafontaine 1969: nie
°

Bukovsky, Repicky, Cholscevnikova, Bartoszyriski, Scheepers:
konstrukcie nespoéitatelnych A/-pripustnych mnoZin
vyuzivajice dodato¢né predpoklady tedrie mnozin

@ Bukovsky: hypotéza: N -pripustné mnoziny s 1. kategdrie v
kazdej perfektnej mnozine
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Veta (Arbault, Erdos)

Kazd4 spocitatelnd mnoZina je N -pripustna.

Problém: existuje perfektnd A -pripustnd mnozina?
@ Arbault 1952: ano
@ Bari 1961: ?
e Lafontaine 1969: nie
°

Bukovsky, Repicky, Cholscevnikova, Bartoszyriski, Scheepers:
konstrukcie nespoéitatelnych A/-pripustnych mnoZin
vyuzivajice dodato¢né predpoklady tedrie mnozin

@ Bukovsky: hypotéza: N -pripustné mnoziny s 1. kategdrie v
kazdej perfektnej mnozine

o Elias 2004: A-pripustné mnoziny su 1. kategérie v kazde;j
perfektnej mnozine
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Lafontaine: pre kazdd perfektnd mnozinu P existuje Dirichletova
mnozina D taka, ze P+ D ma kladn( Lebesguovu mieru.

Veta (Erdos, Kunen, Mauldin 1981)

Pre kazdi perfektii mnozZinu P existuje perfektnd mnoZina Q
miery nula takd, Ze P + Q = R.
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Lafontaine: pre kazdd perfektnd mnozinu P existuje Dirichletova
mnozina D taka, ze P+ D ma kladn( Lebesguovu mieru.

Veta (Erdos, Kunen, Mauldin 1981)

Pre kazdi perfektii mnozZinu P existuje perfektnd mnoZina Q
miery nula takd, Ze P + Q = R.

Zosilnenie oboch tvrdeni:

Pre kazdi perfektnd mnoZinu P existuje Dirichletova mnozina D
takd, Ze P+ D =T.
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Problém perfektnej pripustnej mnoziny

Lafontaine: pre kazdd perfektnd mnozinu P existuje Dirichletova
mnozina D taka, ze P+ D ma kladn( Lebesguovu mieru.

Veta (Erdos, Kunen, Mauldin 1981)

Pre kazdi perfektii mnozZinu P existuje perfektnd mnoZina Q
miery nula takd, Ze P + Q = R.

Zosilnenie oboch tvrdeni:

Pre kazdi perfektnd mnoZinu P existuje Dirichletova mnozina D
takd, Ze P+ D =T.

Peter Elias O podgrupach kruznice charakterizovanych konvergenciou



Riesenie problému perfektnej pripustnej mnoziny

Nech systém mnozin F ma bazu tvorenu vlastnymi podgrupami T
a obsahuje vsetky Dirichletove mnoziny. Potom neexistuje
perfektna JF-pripustnd mnoZina.
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Riesenie problému perfektnej pripustnej mnoziny

Nech systém mnozin F ma bazu tvorenu vlastnymi podgrupami T
a obsahuje vsetky Dirichletove mnoziny. Potom neexistuje
perfektna JF-pripustnd mnoZina.

Nech systém mnozin F ma bazu tvorend analytickymi vlastnymi
podgrupami T a obsahuje vsetky Dirichletove mnoZiny.

Potom kazda F-pripustnd mnoZina je 1. kategcdrie v kaZdej
perfektnej mnoZine.
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